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НАБЛИЖЕННЯ ЗАДАНИХ В ОБМЕЖЕНІЙ ОБЛАСТІ 
АНАЛІТИЧНИХ ФУНКЦІЙ СУМАМИ ВАЛЛЕ ПУССЕНА
М. В. ГАЄВСЬКИЙ
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Ьоипсіесі сіошаіп апсі л у і і іс і і  аге сопііпиоиз оп ііз сіозиге, оГ зишз оГ Уаііе Роиззіп аге 
оЬїаіпесІ іп іЬі 8 рарег.
В работе получено оценку для уклонений аналитических в ограниченной 
областе и непрерьівньїх на ее замьїкании функций от сумм Валле-Пуссена.
Нехай О, -  однозв'язна область в комплексній площині С, межею якої є
замкнена жорданова крива Г . Внаслідок теореми Рімана існує єдине
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_ В и л ¥ с = = ^ М=Ш====Ш=
відображення м = Ф(г), що конформно та однолисно відображає зовнішність 
області О на зовнішність одиничного круга ^=  {м є X :| м |< 1} при умовах 
Ф(ю) = ю,
Ф'(г) = у >0.
Обернене до м = Ф( г) відображення позначимо г = ¥ (м ) , а многочлени 
Фабера для області О будемо позначати через Р.(г), V = 0,1,2,... [3, с. 52].
Нехай далі А(О) -  множина функцій / , аналітичних в області О та 
неперервних в О = О Ц Г. Коефіціенти Фабера функції /  є А (О) 
обчислюються за формулами [3, с. 107]
) = - = 2 ;  І , ™  * = 2 ;  * ,  ( ')
де Ф'(г) має майже скрізь на Г кутові граничні значення, які утворюють 
функцію, інтегровну на Г , а ряд
ю
Е а^ (г) (2)
.=0
є рядом Фабера функції /  є А(О).
Введемо такі позначення: р п(г) = ^ 1 =сугу-  алгебраїчний многочлен 
степеня п з комплексними коефіціентами с . ; Рп -  множина всіх алгебраїчних 
многочленів р п (г); Еп ( / ) = Еп ( / , О) -  найкраще рівномірне наближення 
функції /  є А (О) алгебраїчними многочленами
Еп ( / , О) = іпГ І\ / (г) -  р п ( г = іпГ тах 1 / (г) -  рп (г) |;
р  ЄР р  ЄР гєОп п п п
■Я, (г) = 5„ ( / ,  О, г ) = 2 0 Д . (г) -
.=0
частинна сума ряду Фабера (2) функції /  є А(О);
_ і п
Vт( / ,  г) = V: ( / ,  О, г) = --------   £ ■ . ( / ,  г) -
п -  т +1.=т
сума Валле Пуссена ряду Фабера функції /  є А(О).
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Оператор ТО задано на множині функцій /  є А(О) [2, 3, с. 154], і діє він 
за правилом
ТО( /  | т/ (м) ^
де Т = {м єХ  :| м |=1}, г є О .
Такий оператор називають оператором Фабера.
Область О називають областю Фабера [2], якщо для норми оператора 
виконується співвідношення:
ІМ  = _§ир ||ТО (/)(г^ < ю.
/  єА(Д ),||/\\л(А )<
В [2] отримано критерій області Фабера, зокрема, встановлено таке 
твердження:
Для того, щоб область О була областю Фабера, необхідно і 
достатньо, щоб існувала сім'я {ц.г}гєО, /лг : Т ^  С функцій обмеженої варіації 
(дійсна та уявна частини є функціями обмеженої варіації) така, що 
§ир ІТ1 Ф г (С)І< Ю (3)
гєО
і для будь-якого г є О 
П )  = 1 І Фг (С) (4)
¥(•) -  г 2 т  •  С -• .
З (4) легко отримати наступне представлення для многочленів Фабера
Р,(г) = ІС’^ (С ), = 0 ,1 ,2 .. (5)
2т
В роботі [4] для сум Валле-Пуссена у просторі періодичних неперевних 
функцій отримано оцінку
I I п +1/ (г) -  у:  ( / ,  г ) < С ---------  Ет (/),
1 1 п -  т +1
в [1] для аналітичних функцій в області Радона і неперервних на її замиканні 
отримано
I I п +1 —/ (г) -  у:  ( / ,  г І  < С---------  Е,  ( / ,  П).
1 1 п -  т + 1
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Для областей Фабера має місце теорема.
Теорема. Нехай О -  однозв'язна область Фабера, функція /  є А(О).
Тоді
II II п + 1  —
/  ( 2 )  -  V: ( / ,  2 )  <  С ------------------   Е„ ( / ,  О ) ,
11 1 п -  т + 1
де 0 < т <п,п = 1,2,_та стала С не залежить від /  та п.
Тут та далі через С будемо позначати абсолютні сталі, можливо, 
неоднакові в різних формулах.
Доведення. Нехай рп (2) -  поліном найкращого рівномірного
наближення степеня п для функції /  є А (О). Тоді
і п к
/ ( 2 ) -  Vт (/ , 2 ) = -------------------- 2 ( / (2 ) -  Ї ° Л  (2 )) =
п -  т +1 к=т ,=„
1 п _
Т Ї / (2) -  Рт (2) -  Х ( /  -  Рт, 0 ,2)] <п -  т + 1 к =т
__  1 п к
< Ет ( / , О )  + ------------------ £ £ а  ( /  -  Рт )  • К(2  )  =п -  т + 1 к=,„ = „
  1 п к 7 ’
= Ет ( / ,0 ) + 4я2(п -  т + 1) і Л  £ £ /  ^  )) -  Рт ^  ^  7  ^  (С) =
—  1 1*2’ І* 2’  ” *1 . . . , . .
=  Ет ( / , О )  +  — ^ ---------------- ---  10 [ £ £ [/ ( ¥ ( «' ' ) )  -  Рт (е"  )
4 ’  (п -  т +1 ) - 10 к~І7~0>
< Ет ( / , “ ) + Л ^п , І  т+ 1) Г  І Ї Я "  І І ^  (Є'')  І ■4’  (п -  т  1) к=т’=0
Відомо [6], що
іТ  1 Ї а к Ї е ’  1 й^< С(п + 1)’1 ак І< 1к=0 ’=0
тоді, врахувавши (3), остаточно матимемо
I I п +1 —/(2) -  Vт (/ , 2) < С ---------  Ет ( / ,  О).
1 1 п -  т +1
Лему доведено.
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